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АЛГОРИТМЫ ПОИСКА ЭКСТРЕМУМА  
В МЕТОДЕ МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ 

 
Произведена сравнительная оценка метода наискорейшего спуска и 

метода отжига (симуляции восстановления) для минимизации функ-
ционала правдоподобия при решении задачи разрешения радиоимпульсов 
по времени. Предложен комбинированный алгоритм, позволяющий по-
высить быстродействие. Дана оценка области его применимости. 

© Симонов Р. В., Пахотин В. А., 2016 
Вестник Балтийского федерального университета им. И. Канта.  
Сер.: Физико-математические и технические науки. 2016. № 3. С. 54—62. 



Алгоритмы поиска экстремума в методе максимального правдоподобия 

 

55 55

 
This article presents a comparative evaluation of steepest descent and 

simulated annealing for the minimization of the likelihood functional for solv-
ing the problem of the resolution of two radio pulses on time by maximum 
likelihood method. The combined algorithm, which allows increasing of the 
computation performance, was introduced. The article also presents the appli-
cable area of this algorithm. 

 
Ключевые слова: метод отжига, метод наискорейшего спуска, методы оп-

тимизации, область неортогональности сигналов, теория оптимального прие-
ма, метод максимального правдоподобия. 

 
Key words: simulated annealing, steepest descent, optimization algorithms, non-

orthogonally of signals, optimum reception theory, maximum likelihood method. 

 
Введение 

 

Одна из важнейших задач обработки сигналов — задача разреше-
ния. В области неортогональности, когда корреляционная и спек-
тральная обработка не позволяют разрешить сигналы, эта задача может 
быть решена на основе теории оптимального приема с применением 
метода максимального правдоподобия. Данное решение рассмотрено в 
работах [1; 3]. Согласно им параметры сигнала определяются миниму-
мом преобразованного функционала правдоподобия. Таким образом, 
для разрешения сигналов по оцениваемым параметрам необходимо 
решить задачу нахождения его минимума. В настоящей работе изло-
жены вопросы, связанные с практическим применением методов опти-
мизации и повышением их эффективности в применении к данной 
задаче.  

 
Основы теории 

 

По работам [1; 3] при разрешении двух радиоимпульсов по времени 
преобразованный функционал задается следующим выражением: 

1 2
2 ( ) ( )

1 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) * ( ) * .i t t i t t

t t t

t t y t dt U y t e dt U y t e dt            

Здесь 1
ˆ ,U 2Û   — оценки амплитуд первого и второго сигналов, 

1 ,t  2t  — оценки времени приема, ˆ( )y t  — принятое сообщение. В мо-

дельных экспериментах оно содержит два радиоимпульса. Частота со-
ставляет 30 кГц, длительность — 300 мкс, отношение сигнал/шум — 
20 дБ. Время приема первого и второго импульсов составляет 300 мкс и 
400 мкс, что соответствует области неортогональности. Принятое со-
общение представлено на рисунке 1. Пунктирной линией показана 
корреляционная функция. Она демонстрирует, что корреляционная 
обработка не позволяет раздельно оценить параметры сигналов. 
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Рис. 1.  Принятое сообщение 
 

Решая уравнения правдоподобия, можно определить оценки ам-
плитуд как функции от 1 ,t  2t   [1; 3]. Таким образом, функционал 
правдоподобия является поверхностью в пространстве параметров 

1 ,t  2t  . Минимум функционала соответствует оценкам времени 
приема первого и второго радиоимпульсов. 

 
Метод наискорейшего спуска 

 
Для решения задачи минимизации часто применяются градиент-

ные методы, которые относятся к методам первого порядка (использу-
ются значения первой производной). По ним вначале задается некото-
рое приближение [ 0 ]x , критерий останова и начальный шаг. Затем на 
каждой последующей итерации осуществляется перемещение текущей 
точки в направлении антиградиента. Вычисляются последовательные 
приближения x, даваемые выражением 

[ 1] [ ] [ ] [ ]( ).k k k kf    x x x  

Здесь [ ]kx  — вектор, задающий положение текущей точки в простран-
стве параметров, [ ]k  — шаг. При выполнении критерия останова точка 

[ 1]kx  определяет решение. Различные варианты градиентного метода 
отличаются критериями останова и выбора шага. Один из наиболее 
эффективных — это метод наискорейшего спуска. Он позволяет свести 
задачу многомерной оптимизации к последовательному решению за-
дач одномерной оптимизации по направлению градиента [2; 4]. Шаг 
определяется из следующего условия: 

[ ] [ ] [ ]arg min ( ( ( )).k k kf f  x x  

Направления шага на каждой из последующих итераций ортогональны. 
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На рисунке 2 показан функционал правдоподобия и представлен 
результат применения метода наискорейшего спуска. Для решения за-
дач одномерной оптимизации применен метод золотого сечения. 
Круглыми маркерами обозначены два различных начальных прибли-
жения. Точки соответствуют последовательным приближениям, полу-
чаемым на каждом шаге. 

 

 
 

Рис. 2. Результат применения метода наискорейшего спуска 
для минимизации функционала правдоподобия 

 
Можно отметить, что поверхность функционала правдоподобия 

характеризуется наличием овражных областей, в которых производная 
близка к нулю. Это определяет плохую обусловленность и затрудняет 
применение методов оптимизации, основанных на вычислении произ-
водной. Также возможно возникновение локальных минимумов. Нахо-
ждение решения в таких условиях возможно лишь при выборе началь-
ного приближения, достаточно близкого к точке глобального миниму-
ма (точка 1). В случае если начальное приближение недостаточно близ-
ко к глобальному минимуму (точка 2), наблюдается сходимость к ло-
кальному минимуму, что приводит к ошибочной оценке параметров 
сигнала. Таким образом, методы первого порядка, как и другие детер-
минированные методы, не могут быть непосредственно применены для 
минимизации функционала правдоподобия. 

 
Метода отжига 

 
Один из методов, применимых для минимизации плохо обуслов-

ленных функций, — метод имитации отжига (симуляции восстановле-
ния). Алгоритм основан на моделировании физического процесса, 
происходящего при постепенном охлаждении некоторой нагретой суб-
станции. Предполагается, что кристаллическая решетка уже сформи-
ровалась, однако отдельные частицы совершают переходы, стремясь к 
состоянию, характеризующемуся минимальной энергией.  
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Пусть в пространстве X определен некоторый функционал, и зада-
на некоторая начальная температура T. Энергия определяется значе-
нием функционала в точке Xx , соответствующей текущему состоя-
нию: ( )E f x . Также задано некоторое случайное значение энергии E’, 

характеризующееся распределением Гиббса 

( , ) exp( / )w E T E T  , 

и случайный вектор Lr с распределением ( , )Q TLr , который определяет 

новое состояние x  Lr, и новое значение энергии. Тогда разность энергий 
дается выражением ( ) ( )E f f   x Lr x . Если выполняется условие 

E E  , то осуществляется переход в новое состояние. Его вероятность за-
висит от температуры и может быть определена функцией Метрополиса: 

1,
( | )

exp( / ),
P x Lr x x

E T


    

0,
0.

E
E

 
 

 

На начальном этапе вероятность перехода в состояние с большей 
энергией высока, что позволяет выходить из локальных минимумов. 
С каждым переходом в новое состояние значение температуры умень-
шается. При некотором конечном значении температуры с высокой 
вероятностью может быть найден глобальный минимум энергии, соот-
ветствующий минимуму функционала. На рисунке 3 показана блок-
схема алгоритма в общем случае. 

Различные варианты алгоритма отжига могут отличаться законом 
изменения температуры, функцией вероятности перехода в новое со-
стояние и распределением случайного вектора Lr [4]. Исторически пер-
вая схема данного метода — Больцмановский отжиг, характеризую-
щийся изменением температуры согласно формуле 

1
.

ln(1 )kT
k




 

Вероятностное распределение Lr — нормальное с дисперсией 2 :T   

2

/2( , ) (2 ) exp( ).
2

DQ T T
T

 
 

Lr
Lr  

Основным недостатком этого метода стало медленное убывание 
температуры и, как следствие, медленная сходимость. Однако сущест-
вуют более эффективные схемы отжига. В данной работе реализован 
отжиг Коши (быстрый отжиг). Этот алгоритм отличается более быст-
рым понижением температуры: 

0
1/( ) .

1 D

T
T k

k


  
Здесь D — размерность пространства параметров. 
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Рис. 3.  Блок-схема алгоритма имитации отжига в общем случае 
 
В качестве распределения ( , )Q TLr  применяется многомерное рас-

пределение Коши: 

2 ( 1)/22

1
( , ) .

( ) D

T
Q T

T 

 

Lr
Lr

 

Такое распределение может быть также представлено в виде произ-
ведения D одномерных распределений Коши: 

2 2
1

1
( , ) .

( )

D

D
i

T
Q E T

T

 
 


Lr
 

На практике распределение Коши может быть достаточно просто 
получено из равномерного распределения методом обратного преоб-
разования. 

Для решения задачи минимизации функционала правдоподобия 
при разрешении сигналов по времени начальное приближение задает-
ся максимумом корреляционной функции. Каждое последующее ре-
шение оказывается ближе к глобальному минимуму. С уменьшением 
конечного значения температуры, являющегося критерием останова, 
точность решения возрастает. Однако при этом возрастает и количест-
во обращений к минимизируемому функционалу, а следовательно, и 
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количество вычислений. Для получения приближения, отклонение ко-
торого от глобального минимума несущественно по сравнению с дис-
персией оценочных параметров сигнала, требуется рассчитать 3~ 10  
значений функционала правдоподобия. Это на два порядка меньше, 
чем при минимизации методом перебора. Однако при приближении к 
минимуму функционала сходимость существенно замедляется, что по-
казано на рисунке 4, где представлена зависимость отклонения текуще-
го решения от количества вычисленных значений функционала. От-
клонение текущего решения определяется как евклидово расстояние 
между точкой текущего решения и минимумом. 

 
Рис. 4. Последовательное приближение к решению  

 
Комбинированный алгоритм 

 
Повышение быстродействия возможно за счет совместного приме-

нения метода отжига и одного из детерминированных методов опти-
мизации. Так, метод отжига может быть использован для поиска на-
чального приближения в окрестности глобального минимума, которое 
в дальнейшем уточняется путем решения задачи локальной оптимиза-
ции. Для этого может быть применен метод наискорейшего спуска. Он 
намного быстрее и точнее находит минимум функции в области, в ко-
торой она является вогнутой. Такой подход позволяет выбирать доста-
точно высокое конечное значение температуры для метода отжига, а 
следовательно, существенно сократить количество вычислений. На ри-
сунке 5 продемонстрирован результат применения такого комбиниро-
ванного алгоритма к задаче минимизации функционала. Круглыми 
маркерами показаны различные приближения, полученные методом 
отжига. Линии соответствуют шагам метода наискорейшего спуска. 
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Рис. 5. Результат совместного применения метода отжига 

и метода наискорейшего спуска к решению задачи 
минимизации функционала правдоподобия 

 
Для всех начальных приближений наблюдается сходимость к гло-

бальному минимуму. Область применения алгоритма ограничена 
уровнем шума.  Она может быть определена путем сравнения значений 
среднеквадратичных отклонений оценок времени приема, полученных 
с его применением (отмечены точками на рисунке 6), и среднеквадра-
тичных отклонений, полученных при минимизации функционала ме-
тодом перебора (отмечены круглыми маркерами). 

 

 
Рис. 6. Область применимости алгоритма 
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Отмечается, что при отношениях сигнал/шум более 8 дБ значения 
СКО совпадают. Таким образом, область применимости данного алго-
ритма можно определить как область отношений сигнал/шум более 8 
дБ. Совместное применение методов отжига и наискорейшего спуска 
позволяет находить минимум, вычисляя не более 300 значений функ-
ционала. 

 
Заключение 

 
В настоящей работе отмечены достоинства и недостатки рассмот-

ренных методов оптимизации в применении к задаче нахождения ми-
нимума функционала правдоподобия. Модельные эксперименты пока-
зывают, что совместное использование данных методов позволяет по-
высить эффективность. По сравнению с методом отжига быстродейст-
вие возросло в 3 раза, что может быть очень существенно для систем, 
работающих в реальном времени. Время решения задачи на ПК состав-
ляет около 50 мс. 
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